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              統計数理研究所小西貞則
 1．はじめに
 例えば，ライフサイクルの短い実験動物を使って，遺伝の生物統計学的研究を行うとする．こ
のと」き観測されるデータは，第一世代である親と第二世代に相当するその不特定多数の子（同
胞）からたる，家族を一つの単位としたものからである．このように，遺伝学を初めとして，医
学，疫学，心理学などの分野においては，種々の家族内特性を統計的に明らかにするため，家
族を単位として観測されたデータ（fami1ia1data）の分析を必要とする．
 特に，遺伝的た要因を探るという観点から考えると，（i）親とその同胞間の関連性の程度（級
闇相関），（ii）同胞内の類似性の度合（級内相関）を定量的に計るための尺度を与えることが重
要な問題とたる．このようた問題に対して従来，ある一つの特性（例えば，血圧，身長，体重，
I．Q．，肺活量など）に関する評価尺度の統計的な研究が主に行われてきた（Rosneret a1．（1977），
Konishi（1982．1985），Srivastava（1984）他）．
 しかし，各個体がいくつかの特性に関して特徴づけられた多次元データとして観測されたと
きには，これら複数の特性に関して（i），（ii）に上げた関連性の程度を計る評価尺度が必要とたっ
てくる．ここでは，各個体が多次元データとして観測された．M組の家族データ（mu1tiVariate
fami1ia1data）の分析を考察し，複数の特性に関する級問および級内相関の評価尺度の提唱と，
関連する統計的推測の問題を検討した．
 2． モデル
 いま，M組の家族データを観測し，そのうちα番目の家族のデータを
 （2．1）     る、＝（ツニ，κ1、，κ≦、，．．．，κ2。，、）’  α＝1，2，．．．，M
とおく．ここに，y、＝（y・、，ツ・、，．．．，ル、）’は，力価の特性に関する母親のデータ，灼、＝（κ・5，、，．．．，
佃，。）’は，α個の特性に関するプ番目の子のデータとする．実際上力＝αとし，親，同胞とも同
じ力価の特性に関する分析を行う場合が多いと思われる．
 （2．1）の2、は，平均ベクトルμ、＝（μら，μ二，．．．，μ二）’，分散共分散行列
（2．2） トし証、九よ十練㌦）、瓜）
の（力十％、）一次元分布に従うとする．ただし，e尾。＝（1，．．．，1）’，ム。は単位行列，λ⑧3は，行列
λ，3のクロネッカー積とする．このモデルでは，α番目の親は尾、匹の子を同時に生み，生ま
れた子の間には順序を考慮する必要がたいという設定を考えている．
 同胞数（出生児数）｛尾。，后。，．．．，伽｝は，本来ある確率分布からの大きさMの標本であり，従っ
て出生児数分布の考察が必要となる．しかし，出生児数分布を同時に考慮に入れた多変量家族
データの分析は，推測理論上極めて難しい問題とたる．実際問題への適用に当たっては，平均
出生児数という一次元の尺度を考慮に入れれば，特に問題は生じない．
2．1複数の特1生に関する級間（世代間）相関
N家族の多次元データ（2．1）の統計的分析において，まず複数の特性に関して，第一世代と
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第二世代の関連性の程度を評価したい．このような問題に対しては，第一世代に相当するM個
の親のデータは，平均ベクトルμm（力X1），分散共分散行列Σm（力×力）をもつ確率分布から，ま
       〃た第二世代のΣ尾α個の同胞のデータは，平均ベクトルμ。（σ×1），分散共分散行列Σ、（2×α）
      α二1
．をもつ確率分布から抽出され，Σm。（力×α）が両世代間の相関の度合を反映すると考える．また，
同一家族内の同胞間には，当然何らかの相関があるものとする．
 このとき，世代問の関連性の強さを計るための自然た尺度は，正準相関係数であり，従って
Σ幕1Σm。Σ；1兄。の最大固有値の平方根ρ、を，複数の特性に関する親と同胞間の関連性の程度
を計る指標として用いる．
 2．2複数の特性に関する級内相関
 同胞内の類似性の度合を定量的に評価したいとき，観測データ（ん，κ≦α，．．．，κ三。，、）’は，平均
ベクトル（μ二，μ二，．．．，μ二）’，分散共分散行列ム。⑧Σ、十（e尾。e二。一ム。）⑧Σ、、の功、一次元確率分布
に従うとする．このとき，Σ。。瓜1の最大固有値λ1をもって，複数の特性に関する同胞内の類似
性の度合の評価尺度とする．これは，一般にある一つの特性に関して同胞内の類似性の程度を
計るときに用いられる級内相関係数の多次元評価尺度への一般化と考えられる．
 3．推定
 前章で定義した複数の特性に関する級問および級内相関の評価尺度の推定問題を考察する．
いま，M家族の観測データ（2．1）に対して，
              ＿                    毘。    γ＝［y、，y。，．．．，〃1，X＝［τ。，τ。，．．．，τ。］，∫、＝Σ（灼、一万、）（κ。、一万、）’
                           5＝1
          后σとおく．ただし，π”＝Σ篶、／尾、とする．このとき，Konishi and Khatri（1990）は，分散共分
          ゴ11
散行列（2．2）の一般化推定量
（3．1）
2・一（・…閉・γ・，五一（t・肘・i砿ア・払叫
2一一（・・肘・臥疋広一（・・肘て砿ア・払吋
を提唱した．ここに，ωα（≧0），ソαは定数，3例，B。はMxM非負値定符号行列，3舳はM×
M行列で，さらにe㍍＝（1，1，．．．，1）に対して，3me〃＝O，3．eM＝0，Bn．eM＝O，e魍m。＝Oを満
たすものとする．
 （3．1）式で与えた推定量は，重み付き偏差平方積和行列に基づく推定量で，ウエート｛Bm，B、，
Bm、，ω、，ソ、｝を適当な基準に基づいて選ぶことによって，より有効た推定量を構成する目的で
つくられた．また，もしウエート間に
      M                                    W
      Σωα（后、一1）一trB、（＾一D元1）＝0， Σソ、（后、一1）十trB，D元1＝0
      α＝1                                  α1I
の関係が満たされておれば，（3．1）式の推定量は，分散共分散行列（2．2）の不偏推定量とたる．た
だし，Dw＝diag［局1，尾。，．．．，伽］とする．
 一般化推定量（3．1）を用いると，複数の特性に関する級商相関の評価尺度ρ1は，
Σ幕1Σm。公’凪。の最大固有値の平方根プ。で推定し，級内相関の評価尺度んは，2、。Σ；1の最大
固有値Z。で推定する．これから，7、，Z、を各々級問，級内相関の多変量評価尺度として用いる．
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また，Z。は各個体のα個の特性に関するデータをそれらの線形結合で置き換え，一次元評価尺
度の級内相関係数を最大にするように係数を選ぶことと同値である．
 推定量の分布は，多変量正規性およびウエートに関してある種の仮定を置くことによって，漸
近的た結果が求まる．これらの結果は，ρ、，λ1に対する信頼区間の構成等に用いることができる
（Konishi et a1．（1991）を参照）．
 たお，Srivastava et a1．（1988），Konishi and Khatri（1990）は，モデル（2．1）に基づいて，
級問，級内相関行列をP㈱＝山1’2Σm．D；1’2，P。。＝D；1’2Σ、、D；1’2と定義し，関連する統計的推
測の研究を行った．ただし，Dm，D、は各々Σm，Σ、の第（タ，ク）要素を，第ク対角要素にもつ
力一およびσ一次元対角行列とする．
 4． ウエートについて
 一般化推定量（3．1）を提唱した目的は，推定論，分布論を統一的に扱うことができるという
ことに加えて，例えば提唱した推定量の平均二乗誤差を最小にするようなウエート｛3m，8、，
Bm。，ω、，ンα｝を見つけ，有効た推定量を見いだすことにあった．以下は，ウエートの取り方の
一例であるが，詳細はKonishi et a1．（1991）を参照されたい．
  （i）正準相関：（3．1）式において
・・一風一肌一・・一州舳）／貞伽仇一・
とおく．
 （ii）
ここで，DM＝diag［后、，和，＿，加］，后（N）＝［后、，尾。，．．．，伽］’とする．
Σ。。Σ；1の固有値：（3．1）式において，（i）で与えたB。に加えて
      肌一（叶W・・）／弘一・九ルー一（W一・）／弘一・ン
とお／．ここでルー差加11／軸とする．
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